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MATHEMATIQUES Il - PSI.
L'énoncé de cette épreuve, particuliére aux candidats de la filiére PSI, comporte 6 pages.

Si un candidat repére ce qui lui semble étre une erreur d'énoncé, il le signale sur sa copie et poursuit sa
composition en expliquant les raisons des initiatives qu'il est amené a prendre.

Soit d un nombre entier strictement positif (d 5 1). Soit M I'espace vectoriel réel
des matrices carrées réelles d'ordre d. La matrice unité est gotkeest admis qu'il
existe une application MM|j deM dans I'ensembIB* telle que le coupleM, || |})
soit un espace vectoriel normé et que la norme de la matrice idgredi €gale a 1 :
Illla = 1.

L'espace vectoridRd est muni d'un produit scalaire euclidien pour lequel la base
canonique d&d est orthonormée. La norme d'un vecteur x est notée ||x||. A tout vecteur
x de I'espace vectori@®d, supposé muni de sa base canonique, est associée la matrice
colonne X de ses coordonnées. Le produit scalaire de deux vecteurs xRt gstiégal
a tX.Y (X désigne la transposée de la matrice X). Par abus d'écriture, la norme d'un
vecteur x est notée ||X]||.

Systématiquement les endomorphisme&@edont les matrices associées dans la
base canonique sont les matrices A, B,..Mjesont désignés par a, b,... En particulier
la matrice unitéd deM, est la matrice associée a I'application identiguke Rd.

Les propriétés suivantes sont admises :
P.1: La norme ||d|vérifie les inégalités suivantes :

» pour tout vecteur x dBd,  [|a(X)||4 [|Alk |IXI] ;
* pour tout couple de matrices A et Bde ||[A.Bl§ 4 ||AlL |IBl4 -
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P.2 : Soit (An)n 51 Une suite de matrices appartena.aSoient g n, 14i 4d, 14j 4d,
ses coefficients. Pour que la suite des matrigeA 1, soit convergente et de limite
une matrice A = (g, il faut et il suffit que, pour tout couple d'entiers i et #(#d, 14
4d) chaque suite fja)n 51 Soit convergente et de limitg.a

P.3 : Soient iM(t) une application continue d'un intervalle fermé [a, bRddansM,

mij(t), 14i 4d, 14j 4d, les coefficients de la matrice M(t) ; les coefficients de la matrice
b b

J'M(t) dt sont les intégrales des coefficients de la matrice V\jﬁt}nij(t) dt, 14i 4d, 1
a a

4 4d.

Un vecteur x ddRd est dit positif (x5 0) si et seulement si toutes ses coordonnées
sont positives (pour tout i,4i 4d, % 5 0). Etant donnés deux vecteurs x et y, le vecteur

x est dit plus petit que le vecteur y @) si et seulement si la différence y — x est un
vecteur positif. Enfin, étant donné un vecteur x de coordonnéds4k 4d, |x| est le

vecteur positif de coordonnées|,|24i 4d. Ce vecteur est noté aussi |X]|.

Premiere partie
Résultats préliminaires

[-1°) Inverse d'une matricé (g — A) :

Soit A une matrice dml.
a. Démontrer que si le réal est une valeur propre de la matrice A, sa valeur
absolue est majorée par la norme deM <||A]].

Dans la suite de cette questidnest un réel strictement supérieur a la norme de la
matrice A A > ||A]l.

b. Démontrer que la matridgdq — A est inversible. SoiA(q — A)~1 la matrice in-

P 1 . .
verse. En déduire que la matn@e—IXA est inversible.

. : . e - : 1
c. Déterminer, lorsque le réal croit indéfiniment, la limite de la matricg + XA

. 1
et de son inverseq- x A)-L

d. Déduire des résultats précédents la limite, lorsque le\réedit indéfiniment, de
la matrice Xlg— Ay L
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[-2°) Les matrices Bet G, :
Etant donnés une matrice A Neet un réeh strictement supérieur a la norme de la
matrice A @ > ||A|]), soient B et G, les matrices définies par les relations suivantes

Br =A (Alg —A1L; Cyr =A2(Alg —Ay1-Alq .
Démontrer que les matrices B Iy et G — A sont égales au produit de la matrice
(Mg — Ay et respectivement de lamatrice A ou A2. En déduire, lorsque le réel
croit indéfiniment, qu'elles tendent vers 0. Par suite :
limBy) =1g ; )\”ITOC)\ =A.

— 00
Deuxieme partie

Soit A une matrice de M ; cette matrice est associée a un endomorphisme a dans la
base canonique ded. La matrice A est dite positive si, pour tout vecteur x positif le
vecteur a(x) est positif.

[I-1°) Matrices positives :
a. Soit A = (g) une matrice ; déterminer une condition nécessaire et suffisante

vérifiee par les coefficientsjgour que la matrice A soit positive. En déduire
que, si une matrice A dd est la limite d'une suite de matrices positiveag A

51, la matrice A est elle-méme positive.

b. Démontrer que la matrice A est positive si et seulement si, pour tout vecteur x
deRd, la relation |a(x)i a(|x|) (ou encore |A. X4 A.[X|) a lieu.

C. Soit A la matrice : A :g E Déterminer la matrice inverse A Est-elle

positive ? Soit A un réel ; calculer, lorsqu'elle existe, l'inverse de la matrice
A=A ; pour quelles valeurs dela matrice X 1g— A)1 est-elle positive ?

[1-2°) Une propriété due aux matrices positives :
Soit A une matrice pour laquelle il existe un réel M, strictement supérieur a la
norme de A, tel que pour tout réebupérieur a MX > M) la matrice X Ig— A)-1

soit positive. Etablir que, pour ces réalst tout vecteur x dBd, I'inégalité
IX.Cp.X * YX|.C\.IX]|

alieu; G estla matrice définie a la question I-2°.

Démontrer que, pour tout vecteur xR I'inégalité(x | a(x) « (|x] | a(|x]) a lieu

(ou encordX.A.X « [X|.A|X] ).
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Troisieme partie

L'objet de cette partie est d'étudier les matrices dissipatives. Par définition une

matrice A, appartenant a I'espadke est dissipative, si, en désignant toujours par a
I'endomorphisme de matrice associée A, pour tout vecteurRé,de produit scalaire
des vecteurs x et a(x) est négatif ou nu(x | a(x) =tX.A.X 40.

[11-1°) Exemples de matrices dissipatives :

a.

Est-ce que les deux matrices ci-dessous sont dissipatives ? calculer leurs

oo 1 1¢

leurs propres : BE_1 40, C:H—l 0
va propres : S0 -1 1%
1 -1 O

Soit A une matrice dissipative de I'espace M ; démontrer que ses valeurs
propres réelles sont négatives ou nulles.

Démontrer que, pour qu'une matrice symétrigide  A), appartenant a
I'espaceM, soit dissipative, il faut et il suffit que ses valeurs propres soient
négatives ou nulles. En déduire une condition nécessaire et suffisante portant
sur une matrice A déM et sa transposé®# pour que la matrice A soit
dissipative.

Soit A une matrice quelconque de l'esplte démontrer que la matrice B
définie par la relation B=A— ||Allq est dissipative.

[11-2°) Vecteur propre de certaines matrices symétriques :

a

Soit A une matrice symétrique telle que, lorsque le xéedt suffisamment grand
la matrice Xlg — A)1 soit positive.

Démontrer que, si la matrice A est dissipative et si le réel 0 est une valeur
propre, il existe un vecteur y positif, différent du vecteur nul, tel que le produit
scalaire(y | a(y) =tY.A.Y soit nul.

Il est admis que ce vecteur y est un vecteur propre de la matrice A.

Déduire des résultats précédents que, si s(A) est la plus grande valeur propre de
la matrice A, il existe un vecteur propre positif associé a la valeur propre s(A).

(1 0 1g
Exemple : soit B la matrice définie par la relation : B% 1 OE.
(A 0 -1

Déterminer les valeurs propres de la matrice B et la maiige-(B)1 lorsque
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le réelA est suffisamment grand. Rechercher un vecteur propre positif associé a
la plus grande valeur propre de B.

Quatrieme partie

Le but de cette partie est de rechercher des conditions pour qu'un systeme

différentiel admette des solutions positives.
Etant donnés une matrice A e associée a un endomorphisme aRélexg (ou

Xo) un vecteur d&d, une fonction continiment dérivable de la demi-droite [0, +¢[ dans
Rd : t-x(t) est solution du systéme différentiel S(),si les deux équations ci-dessous
sont vérifiées :

Cdx(t) . ”
= a(x(t)), pour tout réel t positif ou nul,
0 X(0) = x.

Dans la suite la fonction t-x(t), définie sur [0, +¢[ désigne la solution du systeme
S(A, x0).

IV-1°. Une propriété d'un systéme différentiel dont la matrice est dissipative :
Soient A une matrice del, t-x(t) une solution du systeme différentiel S(A),x

déterminer la dérivée de la fonctiofix(t)|E. En déduire que si la matrice A est

dissipative, alors pour tout réel t positif ou nul, il vient :
[IX(O)I| 4 1>l -

IV-2°. Positivité d'une solution d'un systeme différentiel :
Dans cette question la matrice A Klieest diagonalisableB = {Y 1, Yo,..., Y}

est une base de vecteurs propres associés aux valeurs prQPEes., Ag. Soit P
la matrice de passage de la base canonig&é dda bas®.

a. Deéterminer l'expression de la solutier(f) du systeme différentiel S(Agk
Démontrer que la solution s'écrit : X(t) = M(th¥u £M(t) est une application
contindment dérivable de la demi-droite [0, +¢[ d&¥hsDonner I'expression de
la matrice M(t) a l'aide de la matrice de passage P, de son invérged®ne
matrice diagonale s(t).

. . . . .t
b.  Démontrer que la matrice M(t) est la limite de la suite des matru:eg(lA)—

N n=1,2,... lorsque I'entier n croit indéfiniment. En déduire que, si, pour tout
réel\ suffisamment grand, la matrickl§ — Ayl est positive, alors la matrice

M(t) est positive.
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Soient t-A(t) et t-B(t) deux fonctions continues définies sur la demi-droite [O,
+¢[ a valeurs dan$/l. Il est admis que, si A(t) et B(t) sont deux matrices
semblables : A(t) = P.B(t)-R, ol P est une matrice indépendante du réel t, la

X X
relation :J'A(t) dt = P(J'B(t) dt).P-1a lieu pour tout réel x positif.
0 0

Soit toujours M(t) la matrice définie a l'alinéa a ci-dessus. Démontrer, pour tout
réel A strictement supérieur a la norme de A X ||A||]) et pour tout réel x
strictement positif, la relation :

J'Xe‘“nvl(t) dt=(Alg—AyL(lg— e M(X)) .
0

Démontrer qu'il existe une constante c telle que la norme ||M(t)|| de la matrice
M(t) soit majorée par clé\ll. Déterminer, pour un réal strictement supérieur
a la norme de A, la limite, lorsque le réel x tend vers l'infini, de I'expression

suivante :
(Ag=ArL(lg—eM™M(x)) .

En déduire que, si la matrice M(t) est positive pour tout réel t positif, la matrice
(A Ig— Ayl est positive pour des rélsuffisamment grands .

FIN DU PROBLEME
FIN DE L'EPREUVE



