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·   Si, au cours de l’ épreuve, un candidat repère ce qui lui semble être une erreur d’ énoncé, il le
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·   Les vecteurs sont notés en gras.

LE RESSAUT HYDRAULIQUE

Le ressaut hydraulique est un phéno-
mène que la plupart d’ entre nous a observé
dans un évier de cuisine : l'eau du jet qui
frappe verticalement l'évier s'étale d'abord
radialement en une mince nappe circulaire,
de vitesse élevée. Pour une certaine valeur R
de la distance au jet, l'épaisseur de la nappe
augmente brutalement et sa vitesse diminue.
La zone de discontinuité est ce qu'on appelle
le ressaut hydraulique. Ce problème de
mécanique des fluides avec des conditions

aux limites libres inclut plusieurs aspects : le profil du flot dans la région laminaire et dans
la région turbulente, le mécanisme du ressaut, la dissipation d'énergie dans son voisinage et
la dépendance de R avec, par exemple, la vitesse d’ impact et le débit volumique du jet, la
densité et la viscosité du fluide. On considère dans ce problème quelques aspects simplifiés
de cette dernière question : la position R du ressaut.
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On mod� lise le syst� me comme indiqu�  sur la fig. 1. Un point
du fluide est rep� r�  en coordonn� es cylindriques d©axe vertical
Ox. On note h(r) la hauteur de la nappe fluide et g l©acc� l� ra-
tion de la pesanteur. Le ph� nom� ne, de sym� trie cylindrique,
est caract� ris�  par une discontinuit�  de la hauteur du fluide en

  r = R , position du ressaut. Pour   e> 0, on note     h1= h R - e( )
et     h2 = h R + e( ) les hauteurs imm� diatement avant et imm� -

diatement apr� s la discontinuit� . L©ensemble est dans l©air, �  la
pression atmosph� rique.

Première modélisation : écoulement parfait

Dans un premier temps, le ressaut est � tudi�  sous l©hypoth� se de l' � coulement parfait
d' un liquide incompressible de masse volumique r . Le jet, vertical, est caract� ris�  par sa
vitesse uniforme u0 et son rayon a au voisinage de la nappe horizontale, avant qu©il ne soit
perturb�  par cette nappe.

En l©absence de forces de viscosit� , le champ de vitesses sera consid� r�  comme radial
et ind� pendant de la hauteur x :     u = u r( )er , où     er  est le vecteur unitaire associ�  �  la

coordonn� e radiale. On note   u1 = u R - e( ) et   u2 = u R + e( ) les vitesses imm� diatement

avant et apr� s la discontinuit� .

q  1 – Montrer qu' une analyse dimensionnelle permet d©affirmer que le rayon R de ressaut

s©� crit sous la forme g� n� rale 
    
R = af

u0
2

ag
æ 

è 
ç 

ö 

ø 
÷  où f est une fonction, inconnue �  ce stade, de la

grandeur non dimensionn� e 
  
F =

u0
2

ag
, avec       u0 = u0 .

q  2 – Soit q le d� bit volumique ; en appliquant le th� or� me de Bernoulli « �  la surface »
(donc sur une ligne de courant), montrer que la hauteur h(r) du fluide avant le ressaut et �
une distance r suffisante du centre du jet v� rifie

    

q2

8p 2r 2h2 r( )+ gh r( )= Cte = K .

q  3 – Consid� rer les valeurs num� riques typiques suivantes : le d� bit est de deux litres par
minute, l' � paisseur de la couche liquide juste avant le ressaut est de 0,5 mm,     a= 2 mm et
    R = 3 cm pour justifier que l' un des termes de la relation donn� e �  la question 2 est petit
devant l' autre, et que l' on peut donc le n� gliger (on prendra       g= g = 9,81m.s- 2 ). Cette

approximation reste-t-elle valable plus pr� s du centre du jet ?

q  4 – D� duire de cette remarque l' expression de la constante K de la question 2 et la
mani� re dont la vitesse varie avec r. Montrer, en revenant sur le th� or� me de Bernoulli, que

l' in� galit�  
    

¶h
¶r

<<1 est � quivalente �  l' in� galit�  entre termes � tablie �  la question 3.

Fig. 1 : Mod�lisation 
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Démontrer enfin la relation

  
h r( )»

a2

2r
=

q
2pu0r

. [1]

q  5 – On effectue maintenant un bilan de quantité de
mouvement sur l’ élément de fluide compris à un
instant t dans le volume limité par les surfaces élé-
mentaires de largeur angulaire dq et de hauteur    h1

immédiatement avant et     h2  immédiatement après le
ressaut (fig. 2). Déterminer la variation de la quantité
de mouvement de cet élément de fluide entre les
instants t et     t + dt . La hauteur     h2  étant nettement

supérieure à     h1, la conservation du d� bit massique

� l� mentaire     dDm = r R h1u1dq  implique que la

vitesse   u2  est nettement inférieure à   u1. Simplifier
dans ces conditions l’ expression obtenue.

q  6 – Considérant le même élément de fluide, mon-
trer que la variation de la pression P(x) suivant x est

la même qu'en statique. Calculer la résultante des forces de pression sur cet élément et,

appliquant le théorème d’ Euler, en déduire la relation   2h1 u1
2 » gh2

2 .

q  7 – Déterminer l'expression du rayon R en fonction de a, u0, g et h2.

q  8 – Exprimer 
    

d2 Ec

d tdq
æ 

è 
ç 

ö 

ø 
÷ , variation de l’ énergie cinétique  de cet élément par unité de

temps et d’ angle,  en fonction des vitesses et du débit massique élémentaire.

q  9 – Déterminer la puissance des forces de pression s’ exerçant sur le ressaut. Comparer

cette puissance à la puissance 
    

dEc

dt
 déduite de la question 8. Simplifier le résultat obtenu

lorsque   u2 << u1 .

q  10 – Qu'est devenue l'énergie cinétique manquante ? Avec quelle hypothèse ce résultat
est-il incompatible ? Il faut donc raffiner ce premier modèle.

Seconde mod� lisation : � coulement d' un fluide visqueux

Jusqu©ici, nous ne sommes pas parvenus �  d� terminer la position du ressaut en fonction
des donn� es, la hauteur h2 subsistant dans le r� sultat. Consid� rons  que la viscosit�  joue un
rôle essentiel dans la position du ressaut. On note h la viscosit�  dynamique du fluide et

n =
h
r

 sa viscosit�  cin� matique.

Consid� rations qualitatives approch� es

Fig. 2 : Un �l�ment de fluide
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q  11 ± Expliquer en quelques mots la signification et l©int� r� t de la notion de couche limite.

q  12 ± On admet que, lorsque le fluide est emport�  vers la p� riph� rie, l' � paisseur d de la

couche limite le long de la plaque augmente selon la loi   d = k tcn , o�  
  
tc =

r
u0

 est le temps

typique de convection du fluide jusqu©�  la distance r. La valeur pr� cise de la constante k
d� pend de la structure de la couche limite. En tout � tat de cause, k est de l©ordre de l©unit� .
D� terminer sa dimension.

q  13 ± Connaissez-vous d©autres ph� nom� nes pour lesquels on observe une relation du type

pr� c� dent
  
d µ t( ) entre distance d  et temps t ? Comment les nomme-t-on ?

q  14 ± On suppose que la gravit�  ne joue pas de rôle dans la position du ressaut. Montrer
qu©une analyse dimensionnelle permet d©� crire   R = ay Re( ), o�  y  est une fonction inconnue

de la quantit�  
  
Re =

u0a
n

.

Un traitement � l� mentaire

L' � tude d� taill� e de l©� coulement est difficile. Nous utiliserons donc quelques id� es physi-
ques pour en appr� hender les aspects essentiels. Nous conviendrons (mod� le de GODWIN)
que le ressaut hydraulique apparaît pour une � paisseur de la couche limite � gale �  l©� paisseur

pr� vue par le mod� le du fluide parfait, soit 
  
h1=

q
2pu0R

. La viscosit�  envahissant alors tout

l©� coulement, elle n©est plus n� gligeable.

q  15 ± D� terminer le rayon R du ressaut en utilisant la relation donn� e �  la question 4 pour
un fluide parfait. Le r� sultat sugg� re la loi d’échelle   R

3 µ q2 u0
-1v- 1.

5HPDUTXH���/ HV�GRQQpHV�H[ SpULPHQWDOHV�GH�%
�����������

�HW�1
��	�


�GH�O·, 1 3* �� � � � � � �VXJJqUHQW�TXH��SRXU
XQ�OLTXLGH��XQ�URELQHW�HW�XQH�KDXWHXU�GH�FKXWH�GRQQpV��OHV�SDUDPqWUHV�OHV�SOXV�LPSRUWDQWV�VRQW�OH

GpELW�YROXPLTXH�q�HW�OD�YLVFRVLWp�FLQpPDWLTXH�n  ��    R µ q0, 703n- 0,295
�

q  16 – Comment s'exprime la fonction   y Re( ) de la question 14 ?

q  17 – Voici quelques résultats expérimentaux obtenus avec     a = 0,5 cm,     u0 = 80 cm.s- 1  et
trois liquides de viscosités cinématiques variées.  

Montrer que ces résultats sont compatibles avec la relation précédente. Déterminer l'ordre de
grandeur de la constante k.

Un traitement moins élémentaire
On souhaite approcher le problème de manière un peu plus précise, en déterminant le champ
de vitesses et la hauteur quand la viscosité a envahi l'ensemble de l'écoulement. On modélise

Liquide Eau Huile Glycérine

Viscosité cin. (cm2/s) 0,01 1 10

Rayon mesuré  (cm) 5 1 0,5
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le champ de vitesses pratiquement horizontal avant le ressaut par       u = u x,r( )er . On note

  us r( ) la vitesse �  la surface du fluide. Des consid� rations, hors de propos ici, conduisent �

donner �  la fonction     u x,r( ) la forme 

    
u x,r( )= us r( )j x

h r( )
æ 

è 
ç 

ö 

ø 
÷ , o�  donc   j 1( )=1. Les

conditions aux limites sont     u 0,r( )= 0  et 

    

¶u
¶x

æ 
è 
ç 

ö 
ø 
÷ 

x=h r( )
= 0  ; cette derni� re condition signifie

que la force de frottement sur l' air �  la surface libre est nulle. On adopte pour j   la fonction
le plus simple compatible avec ces conditions aux limites : un polynôme du second degr� .

q  18 ± Exprimer     u x,r( ) en fonction de   us r( ), x et   h r( ) ; exprimer alors   us r( ) en fonction

de q,  r, et   h r( ). Expliciter enfin     u x,r( ) en fonction de x, r,   h r( ), a et u0.

q  19 ± Montrer (Fig. 3) que, entre les instants t et
    t + dt , la variation de quantit�  de mouvement  P
de la tranche de fluide contenue �  l' instant t dans
le volume de largeur angulaire dq, de hauteur h(r)
et de largeur dr est

      
d3P = C1r a2u0( )2 d

dr
1

r h r( )
æ 

è 
ç 

ö 

ø 
÷ dqd r d t er ,

o�  C1 est une constante num� rique que l©on d� ter-
minera, sachant que

 
    

4h2 x2 - 4hx3 + x4( )
0

h

ò d x =
8
15

h5 .

q  20 ± On n� glige les forces de pesanteur. La seule force agissant sur la tranche est la force
de viscosit� , agissant sur la base, et qui s©� crit

      
d2Fr = - h r dqdr

¶u
¶x

æ 
è 
ç 

ö 
ø 
÷ 

x=0

er .

Montrer que l©� quation diff� rentielle v� rifi� e par
  
h r( ) est

    

1
r

dh
d r

+
h
r 2 = C2

n
a2u0

,

o�  C2 est une constante que l©on d� terminera.

q  21 ± � tablir que la solution de l©� quation pr� c� dente est 
    
h r( )=

1
3

br2 +
C3

r
 o�  C3 est une

constante non connue et 
    
b= C2

n
a2u0

.

q  22 ± La distance r est suppos� e � tre assez grande pour que, dans la solution pr� c� dente, le

terme non d� termin�  en 
    

C3

r
 puisse � tre n� glig�  devant le terme en r2. � crire alors qu©en

Fig. 3 : Pour un autre bilan élémentaire 
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  r = R , position du ressaut, la hauteur h(R) calcul� e pour le fluide avec viscosit�  coïncide
avec la hauteur h(R) calcul� e avec le R de la question 7. En d� duire l' expression de R.
Comparer au r� sultat de la question 15.

Une approche énergétique

La dissipation d’ énergie dans une tranche d’ épaisseur dx du volume élémentaire
considéré Fig. 3 peut s’ exprimer comme une dissipation d’ énergie due à la viscosité ou
comme la divergence du vecteur flux d’ énergie cinétique. Soit encore une fois h = r n  le
coefficient de viscosité dynamique ; la puissance élémentaire dissipée, P , vérifie

    
d

dP
dr

æ 
è 
ç 

ö 
ø 
÷ = 2p r( )h ¶

¶x
u x,r( )¶u x,r( )

¶x

æ 

è 
ç 

ö 

ø 
÷ d x .

Le flux d’ énergie cinétique J traversant la tranche d’ épaisseur dx par unité de temps est

    

d J x,r( )
dt

dx = 2pr r
1
2

u2 x,r( )dx
é 

ë 
ê 

ù 

û 
ú u x,r( ).

q  23 – Donner les idées générales permettant d’ arriver aux expressions fournies ci-dessus
pour la dissipation par viscosité et pour le flux énergétique.

q  24 – Exprimer la relation différentielle entre 
    

dJ
dr

 et 
dP
dr

 qui traduit le bilan énergétique.

Pourquoi le modèle de Godwin donne-t-il de si bons résultats ?

Un inconv� nient des approches pr� c� dentes est qu' elles utilisent toutes une conjecture
non prouv� e sur les conditions d' apparition du ressaut. Les principes de base de
l' hydrodynamique permettent cependant d' � tablir des lois d’ � chelle sur R sans faire appel �
cette conjecture. Admettons seulement que le ressaut se produit lorsque la couche limite

atteint la surface libre et que le profil de vitesse 
    
h r( )=

1
3

br 2 +
C3

r
 soit acceptable. Impo-

sons alors �  la couche limite en R une � volution douce : les fonctions   h r( ) et   d r( ) (question

12, o�  l' on prendra     k = 1) et leurs d� riv� es se raccordent en   r = R .

q  25 ± Trouver la d� pendance de R en fonction de     n, a et u0 . Comparer au r� sultat  de la
question 14.

Fin du problème


