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MATHEMATIQUES Il - MP.

L'énoncé de cette épreuve comporte 5 pagesde texte.

Si, au coursde I'épreuve, un candidat repére ce qui lui senble étre une erreur d'énoncé, il
le signale sur sa copie et poursuit sa composition en expliquant les raisonsdes initiativ es
gu'il estamenéa prendre.



Le but de ce probleme est d'étudier le comportemert asymptotique n
desracinesde la dérivéedu polynémede degrén + 1,

Pn(X)=X(X 1):::(X n);

lorsquen tend vers/'in ni.
On notera cot la fonction dé nie sur]0; [ par

cog)

cot(x) = sin(x)

Cette fonction est une bijection de]0; [ surR. On notera Arc cot safonction
réciproque. Pour tout réelx, [x] désigneraa partie ertiere de x. On rappelle
la formule de Stirling :
P— n
n! 2n:(6)n quandn! +1 :

Les parties | et Il sont indépendantes.

l.  Quelques propriétés des racines de P

1) Montrer que,pourtout n 1, P2 admetexactemen uneracinex, dans
chacundesintervalles]k;k + 1], pour k = 0;:::;n 1.

Notons ..k = Xn.k  k 2]0;1], la partie fractionnaire de Xp. k.

2) Pour n p1, en calcularles coecients de degren 1 et n de P,

exprimer . Xn:.k, PUIS g ok enfonction den.

3) En comparart P,(X) et P,(n  X), exprimer Xn.n, 1 x €n fonction de
Xn:k, pourtout n 1, etpourtout k= 0;:::;n 1

4) Deéterminerla valeurde px+ n.n 1 k-

Le but desquestionssuivantes est de montrer que, n étart xé, la suite
des .k croit lorsquek croit de0an 1

5) Pour tout n 1, dresser,en fonction de la parité de n, le tableau de
variations de P,.



6)

7

8)

9)

10)

11)

12)

13)

14)

15)

On y fera apparaitre lesréelsx,. ¢ pour k = 0;1;:::;n 1 ainsi queles
ertiers 0; 1;:::;n. On pourra s'inspirer du modelede la gure 1.

En déduirele signede ( 1)" KP,(xn.x) pourk = 0;1; ;n 1.

En utilisant la relation P,(X) = (X n)P, 1(X), déterminerle signede
( D" *PY(x, 1.x) pourk=0;1;, ;n 2

En déduirequepourk = 0;1;, ;n 2,0naXp 1.k > Xp k-

En utilisant l'idendité P,(X) = XP, (X 1), déterminer, en fonction
dek etn, lesignede ( 1)" XPo(1+ X, 1.x 1) pourk=1; ;n L

En déduirequepourk=1; ;n 1,onaXpk> 1+ X, 1k 1.

Conclure.

Un développement asymptotique
Pour x 2 R, onconsidérda fonction hy dé nie surR, parh,(t) = t* e !

DéterminerE = fx 2 Rjhy estintégrablesur]0; + 1 [g:

Pour x 2 E, on pose

(x)= t* le 'dt:
0

Montrer que eststrictemert positive sur E.
Montrer que est deux fois dérivable sur E.

Exprimer pour tout x 2 E, ( x + 1) enfonction dex et ( x).



On admet que la fonction  satisfait, pour tout x 2]0;1[, la formule:

(x) @ x)= : (A)

sin( x)

Désormais,on pose,pour tout x 2 E,
).

( x)= %)

16) Montrer que eststrictemert croissarte.

17) Etablir, que pour tout x 2 E,

— 1.
(x+1)=(x)+

Le but desquestionssuivantes est de montrer que,gour tout x > 0,

xXn

lim ( x)+ .
m! +1 j=OX+J

Inm =0:

On posepour tout x > 0,

)= (x) In(x):

18) Montrer quela sériede terme général( (n+ 1) (n)) corverge.

19) Montrer quela suite ( (n);n 1) corvergelorsquel'entier n tend vers
I'in ni. Soit C salimite.

20) Etablir quel'on a aussi:

'Iirpl (x) = C:
21) Montrer quesi C 6 0,
Z X
(t) dt o Cx:

22) Montrer queC = 0.

23) Conclureenconsidéran ( x + m+ 1).
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1. Comportement asymptotique des .k

. . P}
24) En considéran la fraction P—” mortrer que

X« 1 nxk 1 1 o
(1 n;k)+j

j=0

25) Pourt 2]0;1[ xé, on poseu, = p. (o) Pourt 2]0; 1[: Démortrer que

1t
im (uy) (@ uy)+in = =0

n' +1

26) Démortrer quela suite (u,;n 1) est convergerie et calculer salimite,
que I'on notera F (t).

X 1 0 Xn; 0 1 Xn; 1 2k Xn; 2k 2k+1 Xn; 2k +1 2k+2

Pn

Fig. 1 Modelede tableau de variation.

FIN DU PR OBLEME



