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Le but de ce problème est d'étudier le comportement asymptotique �n
desracinesde la dérivéedu polynômede degrén + 1,

Pn (X ) = X (X � 1) : : : (X � n);

lorsquen tend vers l'in�ni.
On notera cot la fonction dé�nie sur ]0; � [ par

cot(x) =
cos(x)
sin(x)

:

Cette fonction est unebijection de ]0; � [ sur R. On notera Arc cot safonction
réciproque.Pour tout réel x, [x] désignerala partie entière de x. On rappelle
la formule de Stirling :

n! �
p

2� n : (
n
e

)n quand n ! + 1 :

Les parties I et II sont indép endantes.

I. Quelques propriétés des racines de P 0
n

1) Montrer que,pour tout n � 1, P 0
n admet exactement uneracinexn;k dans

chacun desintervalles ]k; k + 1[, pour k = 0; : : : ; n � 1.

Notons � n; k = xn; k � k 2 ]0;1[, la partie fractionnaire de xn; k .

2) Pour n � 1, en calculant les coe�cien ts de degré n � 1 et n de P 0
n ,

exprimer
P n� 1

k=0 xn; k , puis
P n� 1

k=0 � n; k en fonction de n.

3) En comparant Pn (X ) et Pn (n � X ), exprimer xn; n� 1� k en fonction de
xn; k , pour tout n � 1, et pour tout k = 0; : : : ; n � 1.

4) Déterminer la valeur de � n; k + � n; n� 1� k .

Le but desquestionssuivantes est de montrer que, n étant �xé, la suite
des� n; k croît lorsquek croît de 0 à n � 1.

5) Pour tout n � 1, dresser,en fonction de la parité de n, le tableau de
variations de Pn .
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On y fera apparaître les réelsxn; k pour k = 0; 1; : : : ; n � 1 ainsi que les
entiers 0; 1; : : : ; n. On pourra s'inspirer du modèlede la �gure 1.

6) En déduire le signede (� 1)n� kPn (xn; k) pour k = 0; 1; � � � ; n � 1.

7) En utilisant la relation Pn (X ) = (X � n)Pn� 1(X ), déterminer le signede
(� 1)n� kP0

n (xn� 1; k) pour k = 0; 1; � � � ; n � 2.

8) En déduire que pour k = 0; 1; � � � ; n � 2, on a xn� 1; k > xn; k .

9) En utilisant l'idendité Pn (X ) = X Pn� 1(X � 1), déterminer, en fonction
de k et n, le signede (� 1)n� kP0

n (1 + xn� 1; k� 1) pour k = 1; � � � ; n � 1.

10) En déduire que pour k = 1; � � � ; n � 1, on a xn; k > 1 + xn� 1; k� 1.

11) Conclure.

I I. Un développement asymptotique

Pour x 2 R, on considèrela fonction hx dé�nie sur R�
+ par hx (t) = tx� 1e� t :

12) Déterminer E = f x 2 R j hx est intégrablesur ]0; + 1 [g:

Pour x 2 E, on pose

�( x) =
Z + 1

0
tx� 1e� t dt:

13) Montrer que � est strictement positive sur E.

14) Montrer que � est deux fois dérivable sur E.

15) Exprimer pour tout x 2 E, �( x + 1) en fonction de x et �( x).
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On admet que la fonction � satisfait, pour tout x 2]0;1[, la formule:

�( x) �(1 � x) =
�

sin(� x)
: (A)

Désormais,on pose,pour tout x 2 E,

	( x) =
� 0(x)
�( x)

:

16) Montrer que 	 est strictement croissante.

17) Établir, que pour tout x 2 E,

	( x + 1) = 	( x) +
1
x

:

Le but desquestionssuivantes est de montrer que, pour tout x > 0,

lim
m! + 1

"

	( x) +
mX

j =0

1
x + j

� ln m

#

= 0:

On posepour tout x > 0,

� (x) = 	( x) � ln(x):

18) Montrer que la sériede terme général(� (n + 1) � � (n)) converge.

19) Montrer que la suite (� (n); n � 1) converge lorsquel'entier n tend vers
l'in�ni. Soit C sa limite.

20) Établir que l'on a aussi:

lim
x! + 1

� (x) = C:

21) Montrer que si C 6= 0,
Z x

1
� (t) dt �

+ 1
Cx:

22) Montrer que C = 0.

23) Conclureen considérant 	( x + m + 1).
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I I I. Comp ortemen t asymptotique des � n; k

24) En considérant la fraction
P0

n

Pn
, montrer que

kX

j =0

1
� n; k + j

�
n� k� 1X

j =0

1
(1 � � n; k) + j

= 0:

25) Pour t 2]0;1[ �xé, on poseun = � n; [nt ] pour t 2]0; 1[: Démontrer que

lim
n! + 1

�
	( un) � 	(1 � un ) + ln

�
1 � t

t

��
= 0:

26) Démontrer que la suite (un ; n � 1) est convergente et calculer sa limite,
que l'on notera F (t).

x �1 0 xn; 0 1 xn; 1 : : : 2k xn; 2k 2k+1 xn; 2k +1 2k+2 : : :

P 0
n

Pn

Fig. 1 � Modèlede tableau de variation.

FIN DU PR OBLÈME
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